
亚辉老师谈考研数学

- 1 -

2024年全国硕士研究生入学统一考试数学(二)试题解析

一、选择题:1~10小题，每小题 5 分,共 50分。下列每题给出的四个选项中，只有一个选项是最符合

题目要求的,请将所选项前的字母填在答题纸指定位置上。

（1）函数 )2)(1(
1

)(  xxxxf 的第一类间断点的个数是（ ）

(A)3 (B)2 (C)1 (D)0
【答案】(C)
【解析】无定义的点为 1,2，0

ex xx
x




)2)(1(
1

1
lim ， 

 
)2)(1(

1

2
lim xx
x

x ， 
 

)2)(1(
1

0
lim xx
x

x ，所以第一类间断点的个数是 1个，

故选 C.

（2）设函数 )(xfy  由参数方程









2

31
tey

tx
确定，则 


)]2()22([lim f

x
fx

x
（ ）

(A) e2 (B)
3
4e

(C)
3
2e

(D)
3
e

【答案】（B）

【解析】容易看出函数 )(xf 可导，且 23
2)(

2

t
te

dt
dx
dt
dy

xf
t

 ，当 1,2  tx 时， e
t
tef t

t

3
2

3
2)2( 12

2

  ，

所以 ef

x

f
x

f
f

x
fx

xx 3
4)2(22

)2(22
lim2)2(22lim 
















 
















 


，

故选 B

（3）设函数  
xx

dttfxgdttxf
0

3sin

0
)()(,sin)( ，则（ ）

(A) )(xf 是奇函数， )(xg 是奇函数 (B) )(xf 是奇函数， )(xg 是偶函数

(C) )(xf 是偶函数， )(xg 是偶函数 (D) )(xf 是偶函数， )(xg 是奇函数

【答案】（D）

【解析】令 
x

dttxh
0

3sin)( ，此时 )(xh 是一个偶函数，所以， )(sin)( xhxf  为偶函数，从而 )(xg

为奇函数，故选 D.

（4）已知数列  )0( nn aa ，若 na 发散，则（ ）

（A）









n

n a
a 1

发散 （B）









n

n a
a 1

发散 （C）






 

n

n
a

a

e
e 1

发散 （D）






 

n

n
a

a

e
e 1

发散
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【答案】（D）

【解析】对于 A选项，令
2
51,2,

2
1,2 

n
nnn a
aua ，所以










n

n a
a 1

收敛；

对于 B选项，令
11  n

na ）（ ，此时 01


n
nn a
au ，所以










n

n a
a 1

收敛；

对于 C选项，令
11   eeeeua nn aa

n
n

n ，）（ 收敛，故选 D。

（5）已知函数













0,0

0,1sin)(
),(

22

xy

xy
xy

yx
yxf ，则在点 ）（ 0,0 处（ ）

（A）
x
yxf


 ),(

连续， ),( yxf 可微 （B）
x
yxf


 ),(

连续， ),( yxf 不可微

（C）
x
yxf


 ),(

不连续， ),( yxf 可微 （D）
x
yxf


 ),(

不连续， ),( yxf 不可微

【答案】（C）

【 解 析 】 ）（ 0,0 点 处 ， 000lim)0,0()0,(lim)0,0(
00








 xx

fxff
xxx ， 同 理

0,)0,0(),0(lim)0,0(
0







x
y
fyff

yy 时 ，
xyyx

yx
xy

xyxf x
1cos1sin2),( 2

22 
 ； 因

22

22

)0,0(),(22)0,0(),(

1sin)(
lim

)0,0()0,0()0,0(),(
lim

yx
xy

yx

yx

yfxffyxf
yx

yx

yx 









01sinlim 22

)0,0(),(


 xy
yx

yx

故 ),( yxf 在 ）（ 0,0 点处可微，排除 B和 C；当 )0,0(), yx（ 时， ),( yxf x 极限不存在，故 ),( yxf x 在

）（ 0,0 点处不连续，故选 C.

(6)设 ),( yxf 是连续函数，则   2

6

1

sin
),(



 x
dyyxfdx （ ）

（A）  
1

2
1

arcsin

6

),(
y

dxyxfdy  （B）  
1

2
1

2
arcsin

),(


y
dxyxfdy

（C）  2
1

0

arcsin

6

),(
y

dxyxfdy  （D）  2
1

0
2
arcsin

),(


y
dxyxfdy

【答案】（A）
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【 解 析 】 积 分 区 域 为 D ： 1sin,
26

 yxx 
， 故 交 换 积 分 次 序 得

   
1

sin

1

2
1

arcsin

6

2

6

),(),(
x

y
dxyxfdydyyxfdx 



 ，故选 A.

（7）设非负函数 )(xf 在  ，0 上连续，给出以下三个命题：

①若 )(2
0

xf


收敛，则 


0
)(xf 收敛.

②若存在 1p ，使得 )(lim xfx p
x 

存在，则 )(
0

xf


收敛.

③若 )(
0

xf


收敛,则存在 1p ，使得 )(lim xfx p
x 

存在.

其中真命题个数为（ ）

（A）0 （B）1 （C）2 （D）3
【答案】（B）
【解析】

若 dx
x

dxxf
x

xf
2

00

2

1
1)(,

1
1)( 














 收敛，但 







0
)1ln(

1
1

0
xdx

x
，故①错误.

当 1p 时， dx
x p



0

1
收敛，由于 )(lim xfx p

x 
存在，故根据比较判别法，可知 dxxf )(

0


收敛，故

②正确.

令
)1(ln)1(

1)( 2 


xx
xf ，当 1p 时，则 


)(lim xfx p

x
不存在，故③错误.

(8)设 A为 3阶矩阵，


















101
010
001

P ，若















 


cc
b

cca
APPT

02
00

02
2

，则 A=（ ）

（A）
















b
a

c

00
00
00

（B）
















a
c

b

00
00
00

（C）
















c
b

a

00
00
00

（D）
















a
b

c

00
00
00

【答案】（C）

【解析】由















 


cc
b

cca
APPT

02
00

02
2

，则     121

02
00

02
















 
 P

cc
b

cca
PA T

=















































 















 

c
b

a

cc
b

cca

00
00
00

101
010
001

02
00

02

100
010
101 2

，故选（C）.

（9）设 A为 4阶矩阵，
A 为 A的伴随矩阵，若 0)(  AAA ，且

 AA ,则  Ar 取值为（ ）
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（A）0或 1 （B）1或 3 （C）2或 3 （D）1或 2
【答案】（D）

【解析】由题设知   EAAAAAArAr   24)( 、 ，又因为 1)(  AAr ，则 3)(1  Ar ，

则 OA 2
，故，     4 ArAr ，即   2Ar ，综上   21  Ar ，故选(D).

（10）设 A，B为 2阶矩阵，且 BAAB  ,则“ A有两个不相等的特征值”是“ B可对角化”的（ ）

（A）充分必要条件 （B）充分不必要条件

（C）必要不充分条件 （D）既不充分也不必要条件

【答案】（B）
【解析】设  A ,同左乘 B得  BBA  ，即  BAB  ，①若 0B ,则 B 为 A对应于

的特征向量，则 )0(  kkB  ，则 为 B对应于 k 的特征向量。②若 0B ,则若   0B ,

则 为 B对应于 0 的特征向量，综上： 必为 B的特征向量，即 A的特征向量都是 B的特征向量，

同理 B的特征向量都是 A的特征向量。所以“ A有两个不相等的特征值”，故 A有两个线性无关特征向

量 ， 所 以 B 有 两 个 线 性 无 关 特 征 向 量 ， 故 “ B 可 对 角 化 ” ， 反 之 不 对 ， 例 如




















2
1

1
1

BA ， , BAAB  ,“B可对角化”，但是 A的特征值是重根.故选（B）

二、填空题：11~16小题，每小题 5分，共 30分，请将答案写在答题纸指定位置上。

（11）曲线 xy 2
在 ）（ 0,0 处的曲率方程为 ________

【答案】
4
1

2
1 2

2







  yx 或 022  yxx

【解析】曲线的参数方程为






yy
yx 2

，由曲率公式

 2322 )()(

)()()()(

tytx

tytxtytx
K




 得：在  0,0 处的曲率

2K ,则  0,0 处的曲率半径
2
1

R ,又曲线在  0,0 处的切线为 y轴，则曲率中心为 





 0,
2
1

，故曲率圆的

方程为
4
1

2
1 2

2







  yx ，即 022  yxx 。

（12）函数 yxyxxyxf 2412692),( 423  的极值点是 ________

【答案】（1,1）

【解析】由










02424),(

012186),(
3

2

yyxf

xxyxf

y

x
得驻点  1,1 和  1,2

1812),(  xyxf xx ，
272),( yyxf yy  ， 0),(  yxf xy

对于驻点  1,1 ： 72,0,6  CBA ,由 02  BAC 且 0A 可知，驻点  1,1 是 ),( yxf 的极小值

点；
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对于驻点  1,2 ： 72,0,6  CBA ，由 02  BAC 可知，驻点  1,2 不是 ),( yxf 的极值点。

（13）微分方程
 2

1
yx

y


 满足条件 0)1( y 的解为 ________

【答案】
4

)arctan( 
 yxy

【解析】令 uyx  ，等式两边同时对 x求导，得到 yu  1 ，代入原式可得 2

11
u

u  ，整理得

2

21
u
u

dx
du 

 ，即  


dxdu
u
u

12

2

，求得 cxuu  arctan ，

即 cyxy  )arctan( ，把初始条件代入可得
4


c ，

故解为：
4

)arctan( 
 yxy

（14）已知函数
21()( xexf x ） ，则 )1()5(f = ________

【答案】 e31

【解析】由莱布尼茨公式可得 21(21()1()( 32
5

41
5

2)5(0
5

)5( ）（）（ ））  xx eCxeCxexCxf

即 ef 31)1()5( 

（15）某物体以速度 tkttv sin)(  做直线运动，若它是从 0t 到 3t 的时间段内平均速度为
2
5
，

则 k ________

【答案】
2
3

【解析】由函数的平均值公式可得
2
5

3

sin
3

0 
 tdtkt 

；解得
2
3

k

（16）设向量






















1
1
1

1

a

 ，





















a
b
1
1

2 ，






















1
1

1

3

a
 ，若 321  ，， 线性相关，且其中任意两个向量

均线性无关，则 ab ________

【答案】-4

【解析】  





































































)2)(1(00
110

110
11

110
110

110
11

11
11

11
11

2

321

aa
ab
aa
a

aa
ab
aa
a

a
b

a
a


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由于任意两向量线性无关，则 1a

则  
















































ba
a

a

a
ab

a

00
200
110

11

200
110
110

11

321 

由于 321  ，， 线性相关，则 3),,( 321 r ，则 2,2  ba ，故 4ab

三、解答题：17~22 小题，共 70 分，请将解答写在答题纸指定位置上，解答应写出文字说明、证明

过程或演算步骤。

（17）（本题满分 10分）

设平面有界区域 D 位于第一象限，由曲线 3,
3
1

 xyxy 与直线 xyxy 3,
3
1

 围成，计算

 
D

dxdyyx )1（

【解析】积分区域的图像关于 xy  对称，由轮换对称性可得   
D D

dxdyxydxdyyx )1()1( ，

故   
D DDD

dxdydxdyxydxdyyxdxdyyx 1))1()1((
2
1)1（

dxx
x

dx
x

xdxdy
D

)
3

3()
3
13(1

3

1

1

3
1    3

43ln33ln
3
1

3
4

 3ln
3
8



（18）（本题满分 12分）

将 )(xy 为微分方程 092  yyxyx 满足条件 6,2 11   xx yy 的解。

1）利用变换
tex  将上述方程化为常系数方程，并求 )(xy ；

2）计算 dxxxy 
2

1

24)(

【解析】（1）对于
tex  ，有 xt ln ，得

xdt
dy

dx
dt

dt
dy

dx
dy 1





























dt
dy

dt
yd

xxdt
dy

xdt
yd

dx
yd

2

2

222

2

2

2 111
，

从而原方程化为 0911
2

2

2
2 








 y

xdt
dyx

dt
dy

dt
yd

x
x

即 092

2

 y
dt
yd

，得通解
3

2
3

1
3

2
3

1
  xCxCeCeCy tt
，

代入 6,2 11   xx yy ，解得 0,2 21  CC ，故
32)( xxy 

22

1

2222

1

2

1

32 4424)( dxxxdxxxdxxxy    3
5
22

0
3

3
24)4( 3

23

0

4 2

 


tdttt
xt
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（19）（本题满分 12分）

设 0t ，平面有界区域 D 由曲线
xexy  与直线 txtx 2,  及 x轴旋转一周所成旋转的体积为

)(tV ，求 )(tV 的最大值。

【解析】 



   ttt

t

x etetdxxetV 242 2 )
2
1()

2
12(

2
)( 

则 )41()( 22 tt etetV    ，令 2ln0)(  ttV

)2ln,2(ln t ，有 0)(  tV ， )2ln,2(ln t 有 0)(  tV ，

2lnt 为 )(tV 的极大值点即最大值点，故最大值为 )
4
32(ln

16
)2(ln 

V

（20）（本题满分 12分）

已 知 函 数 ),( vuf 具 有 2 阶 连 续 偏 导 数 ， 且 函 数 )3,2(),( yxyxfyxg  满 足

16 2

22

2

2














y
g

yx
g

x
g

，

1）求
vu
f


2

；

2）若 1
50
1),0(,)0,( 2 


  vvfue

u
uf u

，求 ),( vuf 的表达式。

【解析】 32 21 

 ff
x
g

21 ff
y
g 



2212112

2

9124 fff
x
g 




， 221211

2

32 fff
yx
g 




2212112

2

2 fff
y
g 




，代入原方程：
25
1125

2

12 





vu
ff

)(
25
1

25
12

ucvf
vu
f

u 




又
u

u
uu

u uevvufueucueuf  
25
1),()()0,( 两边对 u积分可得

)()1(
25
1),( vcueuvvuf u  

22

50
1)(1

50
1),0( vvcvvf 

2

50
1)1(

25
1),( vueuvvuf u  
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（21）（本题满分 12分）

设函数 )(xf 具有 2阶导数，且 1)(),1()0(  xfff ，证明：

1）当 )1,0(x 时，
2

)1()1()1(0)( xxxfxfxf 
 ）（ ；

2）
12
1

2
)1()0(1

0





ffdxxf ）（ .

【解析】（1）证明：令 xfxfxg )1()1)(0()( 

令 )1,0(,
2

)1()()()( 


 xxxxgxfxF ， 0)1(,0)0(  FF

 1)(;01)()(  xfxfxF ， )(xF 为凹函数， 0)(  xF

2
)1()1()1)(0()( xxxfxfxf 



令 )1,0(,
2

)1()()()( 


 xxxxgxfxF ， 0)1(,0)0(  FF

 1)(,01)()(  xfxfxF ， )(xF 为凸函数， 0)(  xF

2
)1()1()1)(0()( xxxfxfxf 



综上：
2

)1()1()1)(0()( xxxfxfxf 


（2）由（1）中
2

)1()1()1)(0()( xxxfxfxf 


  dxxxdxxfxfxf 



1

0

1

0 2
)11)1)(0()( （

）（

12
1

2
)1()0()(

1

0



 

ffdxxf

由第（1）中
2

)1()1()1)(0()( xxxfxfxf 


  



1

0

1

0 2
)1()1()1)(0()( xxdxxfxfxf

12
1

2
)1()0()(

1

0



 

ffdxxf

综上：
12
1

2
)1()0(1

0





ffdxxf ）（

（22）（本题满分 12分）

设矩阵 









101
10 a

A ，


















2
11
11

b
B ，二次型 BAxxxxxf T),,( 321 ，已知方程组 0Ax 的均解是

0xBT 的解，但这两个方程组不同解。
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1）求 ba, 的值；

2）求正交变换 Qyx  将 ),,( 321 xxxf 化为标准形。

【解析】(1)由题知 0Ax 与 0







x

B
A
T 同解，故 2)( 








Ar

B
A

r T ，又由



















































a
ab
a

b

a

B
A
T

100
100

10
001

211
11

101
10

，故 2,1  ba

(2)由（1）知











































422
211
211

101
110

22
11
11

BA ，故二次型矩阵为


















422
211
211

BAC ，由

0
422
211
211












 CE ，得 60 321   ， ，

当 021   时， 0Cx ，得基础解系为





































1
1
1

0
1
1

21  ，

当 63  时， 06  xCE ）（ ，得基础解系为


















2
1
1

3

可知 321  ，， 为正交向量组，将其单位化如下






















































2
1
1

6
1

1
1
1

3
1

0
1
1

2
1

3

3
3

2

2
2

1

1
1 






 ，，

故正交矩阵为





























6
2

3
10

6
1

3
1

2
1

6
1

3
1

2
1

Q

此时二次型经正交变换 Qyx  可化为标准形为
2

36yf 
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